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Vzorové rieSenia 2. kola letnej série 2015/2016

Priklad €. 1 (opravovala Zuzka):

Zadanie: Mam tri rovnaké mince, ktorych hrubka je 2mm a polomer 9mm. Kazda z nich méa v strede krizik
a na obvode dve Strbiny, ktoré st umiestnené presne oproti sebe. VSetky tri polozime do radu tak, aby sa
gtrbinami dotykali. Teraz vezmeme mincu najviac vliavo a polozime ju tak, aby sa krizik na jej spodnej
strane presne dotykal Tavej §trbiny na strednej minci (minca sa zaroven stale dotyka aj zeme, je nakrivo).
Rovnako to spravime aj s mincou, ktord je najviac vpravo. Dotykaja sa lava a prava minca? Preco je to
tak?

RiesSenie: Predstavme si, Ze by sme mince dali do pozicie ako v zadani, ale nalepili by sme ich na mincu
v strede (Obr. 1). Body A a B oznacuju miesta, kde lezia kriziky krajnych minci na Strbinach strednej.
Pretoze priemer kruznice je rovny dvojnasobku jej polomeru, bude platit aj to, ze v bode C' lezi krizik
strednej mince a $trbiny lavej aj pravej mince. V tomto bode sa mince teda dotykaju.

Obr. 1: Zlepené mince

Ak by zrazu lepidlo prestalo u¢inkovat, padli by mince do polohy, ako je napisané v zadani. Aby sa stéle
dotykali by muselo platit, Ze body A, B a C tvoria trojuholnik, teda by musela platit aj trojuholnikova
nerovnost. Ta v8ak hovori, Ze stucet kazdych dvoch stran trojuholnika musi byt vacsi ako ta tretia. Avsak
v naSom pripade plati |AC|+|BC| = |AB| (kedze |AC| aj | AC| st polomermi kruznice a |AB]| je jej priemer).
Preto trojuholnikova nerovnost nemoéze byt splnené.

Odpoved’: Lava a prava minca sa nedotykaju.

Komentar: RieSenie pomocou trojuholnikovej nerovnosti je pomerne jednoduché a jasné. Vsetci, ktori
ste priklad riesili takto, ste to mali spravne. Ak v8ak pouZzivate kruzZnice, treba si dat pozor na to, ¢i ich
spravne definujete. Viaceri z vas ste pouzivali kruZnice, po ktorej sa pohybuju tie dva zaujimavé kraje
mince. Bohuzial, nestaci skonStatovanie, Ze ak sa tieto dve kruznice uz stretli na povrchu strednej mince,
tak sa znovu uz nestretni. Dve kruZznice mézu mat totiz aj dva spolo¢né body. V tomto pripade je potrebné
zadefinovat aj to, Zze sucet polomerov tychto dvoch kruZnic je rovny vzdialenosti ich stredov. Z toho je jasné,
Ze maju prave jeden spolo¢ny bod.

Priklad €. 2 (opravoval Tomas):
Zadanie: Umiestiiujem figurky na Sachovnicu 4 x 4. Prvi som umiestnil na policko A2. Umiestnim eSte
druht. Potom umiestnim zabranu rozmeru 1 x 1. Zabrana zabrafuje veZzi hybat sa cez nu dalej. Nasledne
stper umiestni vezu, ktora sa hybe ako veza v Sachu, teda bud horizontalne alebo vertikalne o Tubovolny
pocet policok. Moze v8ak preskocit figtirku, no zabranu nie (méze sa rozhodnut, Ze prejde za figurku bez
toho, aby ju vyhodila). Kolko mam moznosti na rozmiestnenie druhej figurky a jednej zébrany, aby stuper
bez ohladu na umiestnenie veZe neohrozoval obidve figurky? Kolko, ak mé& moja zabrana velkost 2 x 17
Ohrozovat figirku znamen4 vediet ju vyradit v nasledujicom tahu.
RiesSenie: Zo zaciatku sa budeme venovat len moZnosti so zabranou 1 x 1. Prvy fakt, ktory si moZeme
vSimnut je, ze ak mame figarky na A2 a na D4, vznikni dve pozicie, na ktoré ked sa umiestni veza, tak
bude ohrozovat obe figiurky. Tieto pozicie st na D2 a na A4, pricom ak ochranime figtrky pri jednej z pozicii,
na druhej ich bude este stale ohrozovat. Rozmiestnenie moézeme vidiet v nasledujicej tabulke 1.

Jediny spdsob rozmiestnenia (ak mame zabranu 1 x 1), aby veza neohrozovala obe figturky, je taky, kde
obe figirky st v jednom riadku alebo stlpci. Pri takomto rozmiestneni plati, Ze zabrana musi byt medzi
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Tabulka 1: Rozmiestnenie figuriek

figarkami, alebo musia byt figarky hned vedla seba tak, Ze z jednej strany st ohrani¢ené okrajom a z druhej
zébranou.

Ak si zoberieme moznost kedy st v8etky v riadku A, méme len 2 moZnosti. Bud mézeme dat figirky na
Al a A2 a zabranu na A3, alebo figurky na A2 a A4 a zadbranu medzi nich na A3.

Pri stlpci 2 mame dokopy 4 moznosti. Prvé, ked mame figirky vedla seba na A2 a B2 a zabranu na
C2. Zvysné tri sa, ak ddme zédbranu medzi figirky. To je, ak dame druht figirku na C2 a zébranu na B2,
alebo druhu figiirku na D2 a zabranu bud na B2, alebo C2.

Pri zabrane 1 x 1 mame dokopy 6 moznosti.

Zabrana 2 x 1 ma podobné pravidlé, s jednym rozdielom. Figarky mézeme umiestnit aj do dvoch sused-
nych stipcov alebo riadkov. To napriklad tak, ako mozeme vidiet v tabulke 2.

Fy | Py
7 Z
P | B

Tabulka 2: Rozmiestnenie figuriek v dvoch stipcoch

Z toho vyplyva, ze ked budeme ukladat do riadkov, vzniknt ndm 4 moznosti. A to ak mame zabranu
na A3-B3, mame 3 moznosti kam dat druhého panéacika: Al, A4, B4. Stvrtou moznostou je, ked mame
zébranu na A3-A4, vtedy vieme dat druhu figirku na Al.

Pri davani do stlpcov je to trocha komplikovanejsie. Vieme umiestiiovat do stipcov 1, 2 a 3. Ak dame
zédbranu na poziciu C'1-C2, tak je to simernéd moznost ku C2-C3. A to isté plati aj pri pozicii B2-B3 a
B1-B2.

Preto stadi vyriesit len jednu poziciu z dvojice a vysledok vynasobit dvoma. Pri C'1-C2 mame 3 moznosti
pre umiestnenie druhej figirky a to st B2, D1 a D2. A ten isty pocet moznosti mame potom aj pre C2-C'3.

Pri B1-B2 méme 4 moznosti umiestnenia druhej figurky a to si C'1, C'2, D1 a D2. Pri B2-B3 méme
rovnaky pocet.

Ostavaju uz len dve moZnosti a to st ked zabrana je na B2-C2 a druh4 figirka je na D2 a ked zabrana
je na C2-D2 a druhé figirka je na B2.

Celkovo mame 20 moznosti.

Odpoved’: Pri zédbrane s rozmerom 1 x 1 mame 6 moznosti rozmiestnenia, a pri zdbrane s rozmermi 2 x 1
méame 20 moznosti.

Komentar: Vela z vas naSlo spravne rieSenie, ale ¢asta chyba bola, Ze ste neuviedli ako ste sa k nemu
dostali.

Priklad &. 3 (opravovali Lamaé, Sara, Lubo):
Zadanie: MiSo dostal papier s deviatimi Stvoréekmi. Mal do nich dopisat prirodzené &isla od 1 do 9, kazdé
prave raz. Aby vedel, ako to m4 urobit, boli medzi kazdymi dvoma stranou susediacimi Stvoréekmi Sipky
s poctovymi operaciami.

Kazda sipka bud pripoditava, odpocitava, nasobi, alebo deli prirodzenym &islom ¢islo v §tvorceku, z kto-
rého vedie §ipka. Vysledok tejto operacie je zapisany v Stvorcéeku, do ktorého sipka smeruje.

V noci mu v8ak niekto zo zadania vymazal niektoré Sipky a niektoré poctové operécie. Ostalo len to,
¢o mozeme vidiet na obrazku 2. Paméata si vSak, Ze urcite viedla z kazdého, aj do kazdého §tvorcéeka aspon
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jedna Sipka. Aké bolo pévodné zadanie? Ako treba doplnit ¢isla do Stvoréekov, aby poctové operécie v smere
sipok davali spravny vysledok?
Riesenie:

+3 -4

+6 +1

Obr. 2: Priklad ¢. 3

V spodnych dvoch polickach (Stvoréekoch) prvého stipca mézu byt pouzité len &isla 1,2,4,8 s ohladom
na operaciu +4 medzi tymto polickom a polickom nad nim. Mézu tam byt iba jednociferné ¢isla delitelné
Styrmi, aby sme mohli operaciou +4 vytvorit mengie jednociferné ¢islo. To st prave 4 a 8 a ku nim patriace
vysledky 1 a 2. Smer Sipky tejto operédcie nam zaroven urci, akym smerom bude ukazovat Sipka medzi tymto
poli¢kom a druhym poli¢kom tretieho riadka (kedze do tohto rohového policka musi sipka viest aj vychadzat).
Ak by v tomto rohovom poli¢ku bola 8, viedla by don sipka +6. Takze v druhom policku tretieho riadku by
bola 2. T4 by ale bola pouzitad aj nad rohovym polickom, ¢o neméze. Preto 8 v tomto policku nebude. Ak
by v tomto poli¢ku bola 4, v druhom poli¢ku treticho riadku by bolo &islo —2, ¢o sa nemdZe stat. Preto 4
v tomto policku nie je. Ak by v tomto poli¢ku bola 2, nad fiou by pred operéciou +4 bola 8. Zaroven by aj
v druhom polic¢ku tretieho riadka po operacii 46 bola 8. Preto v tomto policku taktiez nebude ani 2, preto
v fiom musi byt 1. V prvom poli¢ku druhého riadku je teda 4 a v druhom policku tretieho riadku je 7.

Aby do prvého policka druhého riadku viedla $ipka, musi z policka nad nim ist Sipka prave sem (zvysné
dve totiz vedu z tohto policka). Potom kvoli operacii +2 smerujticej na 4 bude v prvom poli¢ku prvého
riadku ¢islo 8.

V trefom policku tretieho riadku bude kvéli operacii +1 bud 6 alebo 8, podl'a smeru Sipky. 8 sme uz ale
pouzili, teda v tretom poli¢ku tretieho riadku bude 6. Z tohoto policka musi viest aspon jedna Sipka. Mame
uZ len jednu na vyber, takze v trefom policku druhého riadku bude 3 kvoli operacii x2 vedtcej na 6.

Nepouzili sme uZ iba ¢isla 2,5,9. V trefom policku prvého riadku moze byt bud 1, ak Sipka vedie na 3,
alebo 9, ak Sipka vedie z 3. 1 sme uz v8ak pouzili, preto tu bude 9. Do druhého policka prvého riadku treba
doplnit 5, aby Sipka —4 viedla z 9, z ktorej musi jedna Sipka viest. Zvysnu 2 doplnim do druhého policka
druhého riadka. Smerom nahor z 2 bude viest $ipka +3 (na 5), zo 7 bude k 2 viest operacia —5. Zo 4 bude
na 2 viest bud operacia —2, alebo +2. Z 9 bude na 5 viest operéacia —4.

Do tretieho policka druhého riadku musi viest $ipka z druhého policka tohto riadku, kedZe zvysné dve
z neho vedu pre¢. Preto na 8ipke medzi 3 a 2 je operécia +1.

Takto sme sa dostali k pévodnému zadaniu. Pévodné zadania teda mohli byt dve, zaleZi na tom, ¢i v iom
bola operacia —2, alebo +2 medzi 4 a 2. Zaroven sme si tymto spdésobom overili, Zze iné doplnenie ¢isel a
Sipok medzi ne neexistuje. Obe pévodné zadania st znazornené na obrazku.

Bodovanie: Dostali sme 45 rieSeni, pri¢om priemerne sme za, priklad dali zhruba 6 boda. Okolo dvoch tretin
rieSeni malo nadpriemerny pocet bodov.

Komentar: S prikladom ste si poradili kazdy po svojom. Jednym z problémov bolo, Ze ste nenagli vSetky
operacie pdévodného zadania, na ¢o sme sa vSak v tlohe pytali. Niektori si neuvedomili, Ze pévodné zadania
mohli byt dve, iny ste zasa nasli aj rieSenia nevyhovujice podmienkam zadania. Niektori ste skisali jednotlivé
moznosti dopliiania ¢isiel do policok, no nevyskusali ste vietky moznosti.
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1 =17 > 6

Obr. 3: Povodné zadanie

Priklad €. 4 (opravovali Lama¢, Ad'a):

Zadanie: Striham papiere na 3 druhy ttvarov: §tvorec 2 x 2, obdlznik 1 x 2 a §tvorec 1 x 1. Kazdy z nich
mé ur¢iti kladna bodovii hodnotu (celocislent), a zaroven obsahovo vAGSi Gtvar nemusi byt nutne za viac
bodov. Som v tom fakt dobré - kazdy papier rozstriham tak, Ze za vzniknuté utvary ziskam najvacsi mozny
pocet bodov. Za papier 3 x 3 som ziskala 19 bodov, za 4 x 4 0 21 bodov viac a za papier 5 x 5 o dalsich 17
bodov viac. Aka je bodova hodnota jednotlivych utvarov?

RieSenie: Pri strihani ma zatial nebude nezaujimat aZ tak velmi kolko bodov dostanem za utvar, ale
skor vyhodnost hodnoty ttvarov na pocet policok. Utvary si budem moct zoradit podla efektivnosti od
najvyhodnejsieho po najmenej vyhodny. Zatial nevylu¢ujem moZnost, Ze by dva ttvary mohli byt rovnako
vyhodné alebo s rovnakou hodnotou.

Pozrime sa na pripad, kedy by bolo najvyhodnejsie strihat na $tvorce 1 x 1. Potom §tvorec 3 x 3 rozstriham
na 9 utvarov. NielenzZe ich hodnota (%) nie je celoc¢iselné, no hodnota kisku takto ziskand rozstrihanim
vaGSich Stvorcov 4 X 4 a 5 x 5 je rozdielna. Preto ur¢ite nebude najvyhodnejsie strihat na Stvorce 1 x 1.

Ak by bolo najvyhodnejsie strihat na ttvary 2 x 1, potom Stvorec 4 x 4 rozstrihAm na 8 obdlznikov
s bodovou hodnotou 40/8 = 5. Stvorec 3x 3 by som vedela rozstrihat na 4 obdlzniky a jeden &tvorcek, pricom
uZ len hodnota ziskanych obdiznikov by bola 20, ¢o je viac, nez som vedela ziskat idealnym strihanim.

Ostéva teda jedine moznost, Ze je najvyhodnejsie strihat na ttvary 2 x 2. Stvorec 4 x 4 rozstriham na
4 takéto Stvorce, kazdy s bodovou hodnotou 10. Stale vSak neviem, ¢ st vyhodnejSie atvary 2 x 1 alebo
1 x 1. Ak by bol druhy najvyhodnejsi atvar 1 x 1, potom by som v Stvorci 3 x 3 mala 5 dtvarov 1 x 1.
Ich hodnota by podobne ako v prvom pripade bola necelo¢iselné (%) TieZz by nesedela s bodovou hodnotou
ziskanou rozstrihanim Stvorca 5 x 5.

V stvorci 3 x 3 teda budu okrem utvaru 2 x 2 dva tatvary 2 x 1 a jeden 1 x 1, v 5 x 5 st 2 obdlzniky
2 x 1 naviac. Rozdiel hodnét tychto Stvorcov (bez Stvorcov 2 x 2), 8, teda zodpoveda tymto 2 obdlznikom,
¢ize 1 obdlznik ma hodnotu 4. Z tohoto si lahko dopo¢itam hodnotu stvoréeka 1 x 1, ¢o je 1.

Odpoved’: 2 x 2 utvar méa hodnotu 10, 2 x 1 hodnotu 4 a 1 x 1 hodnotu 1.

Bodovanie: Dostali sme 49 rieSeni, pricom priemerne sme za priklad dali zhruba 6.3 boda. Skoro tretina
rieSeni bola desatbodova.

Komentar: S prikladom sa vicSina z vas popasovala dobre. NajcastejSim problémom bolo nedostatoéné
zdovodnenie, prec¢o budi utvary v Stvorcoch prave tak ako ste uvadzali, ¢i pre¢o bodové hodnoty jednotlivych
utvarov musia byt préave takéto. Pri skuSani moznosti netreba zabudat zddvodnit, preco ostatné netreba
skugat, alebo ich preskugat vsetky.

Priklad €. 5 (opravovala Dada):
Zadanie: Za rovnaké pismend doplitte rovnaké cifry a za rozne pismené rozne cifry tak, aby platila rovnost
KRAVA+ KRAVA = MLIEKQO, pricom K reprezentuje neparnu cifru.
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Riegenie: Podme sa pozriet na problematiku farmy, kraviciek a mlieka. Zo zadania vieme ze, K RAV A +
KRAVA=MLIEKO.

Zhrnieme si najprv nejaké fakty a pdjdeme dalej. Kedze A + A = O, tak O bude zrejme pérne ¢islo.
balej vidime, ze V 4+ V = K a zo zadania vieme, Ze K je neparne ¢islo. M6Zeme to teda vyriegit iba tak, Ze
nam zostane jednotka z predchadzajiceho vypoctu. Teda nie len ze, A+ A = O, ale aj A > 4, aby sme mali
nejaky ten prechod cez desiatku. Pokracujeme teda dalej. V d'alom stlpci mame znovu A+ A, ale tentokrat
je vysledok iny ako v prvom stlpci. Ako sa to mohlo stat? Prechod cez desiatku? Aj tu? No dobre. Teda
vieme, ze aj V' > 4 a zaroven, kedze sme preniesli jednotku, O +1 = E.

Poslednou vecou, ktort odpozorujeme len takto bude, Ze kedze K RAV A je patciferné ¢islo a M LIEKQO
mé o cifru viac, vieme, ze K > 4 a ze M = 1, pretoze pri s¢itani dvoch jednocifernych ¢isel dostaneme
maximaélne ¢islo 18, pripadne 19 pri prechode cez desiatku.

Zo zadania vieme, Ze K je neparne, a pred chvilkou sme sa dohodli Ze bude vicgie ako 4. Teda mame na
K tri moznosti. Bud K =5, K =7, alebo K = 9.

Ak by K = 5, tak z prvého stlpca mame K + K = L. Preto L moze byt bud 0, alebo 1. Lenze jednotka
je uz obsadena pismenom M, teda L = 0 a vieme, Ze v minulom stipci nebol prechod cez desiatku (teda
R < 5).

V druhom stipci zlava mame V +V = K = 5, a zaroveir V > 4, teda V = 7. Teraz sa treba pozriet na
to, aké cifry mame eSte volné. Sa to: 2,3,4,6,8,9. Vieme, Zze O mé byt parne ¢&islo, a 72¢ O +1 = F.
Teda zo zostavajucich moznosti to buda iba dve moZnosti a to £ = 2,0 = 3 alebo £ = 80 = 9.
V pripade prvej moznosti A+ A = F, teda A = 6, a na R a I ndm zostane 4 a 9. Nasli sme teda rieSenie
K=5R=4A=6,V=7TM=1,L=0,I=9,F=3a0=2.

To, Ze sme nagli rieSenie neznamena, ze mame vsetky rieSenia, skiSame dalej. Ak by £ =8 a O = 9,
potom A+ A=9a A >4, preto A =29, ale to uz je obsadené.

Treba prejst aj dalgie vetvy, ak K = 7 alebo K = 9.

Ak K = 7, potom L = 4 alebo L = 5 podla toho, & mame z predchadzajiuceho stipca prechod cez
desiatku alebo nie. balej z druhého stlpca sprava vieme, ze V 4+ V = K, a zéroveii V > 5 (to sme zistili uz
davnejsie). Preto V' = 8. Teraz sa ideme pozriet znovu na dvojicu pismeniek O a E. Vieme, 7e O +1 = E,
a kedze K = 7,V = 8 zostavaju dvojice O =2 a F = 3 alebo O =4 a E = 5. O = 6 nevychadza, pretoze
potom E = 7, ale sedmic¢ku sme uz pouzili. Z rovnakého dévodu nesedi ani O =8 a £ =9. Ak by O =4
a F = 5, nezostane nam ziadna moZnost na pismeno L, preto ani tdto moznost nevyhovuje. Zostava uz len
O=2aF =3 PotomA=6aR+R+1=1. Zostalicifry 0,8,9,4,5. Do rovnosti s pismenom R by
vyhovovala iba R =4 a I =9, lenZe potom nemame prechod cez desiatku a v stlpci K + K = L dostavame
L =4, ¢o nam nevyhovuje. Teda tdto moznost nam rieSenie nepriniesla. Pozrieme sa na poslednti moznost.

Ak K =9, potom v stlpci V4V = K musi byt V > 4, a teda spolu s prechodom cez desiatku vyhovuje
jedine V' =9, ¢o sa nam nepéaci, kedze K = 9. Ani tdto moZnost nam teda nedoniesla rieSenie.

Odpoved’: Nasli sme jedno riesenie: K =5, R=4,A=6,V=7M=1,L=0,I=9E=3a0 =2
Komentar: Priklad véc8ina z vés vyrieSila spravne. Body sme strhévali za drobné nedovysvetlenia ale aj za
nedoskusané moznosti. Ak riesite priklad sktisanim, dajte si pozor, aby ste vyskisali vSetky moznosti. Ak
prestanete skusat, ked najdete rieSenie, moze sa vam stat, Ze nendjdete vSetky rieSenia ;)

Priklad ¢&. 6 (opravoval MatoPato):

Zadanie: Pit tvojich najlepsich priatelov si napldnovalo oslavu v takmer rovnaky ¢as v ten isty den! Mas
svojich priatelov rovnako rad a chcel by si na ich oslavach stravit presne rovnako vela ¢asu. Tu st terminy
ich oslav:

. oslava: 12 : 00 - 16 : 00
. oslava: 15:00 - 17: 00
. oslava: 13 : 00 - 17 : 00
. oslava: 12 : 00 - 15: 00
. oslava: 13 : 00 - 15: 00

U W N~

Na presun medzi oslavami je tieZ potrebny nejaky ¢as. Ten si mdézeme vypodcitat ako rozdiel v ocislovani
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oslav krat 15 mintut. Teda cesta z druhej oslavy na tretiu bude trvat 15 minat, zatial ¢o z druhej oslavy
na piatu az 45 minat. Na oslavu prides uz o 12 : 00 (teda na 1. alebo 4.) a nemoze§ mat Ziadne prestoje.
Moézes iba cestovat alebo oslavovat. Kolko najviac ¢asu mozes stravit na jednej oslave, aby si bol na kazdej
rovnako dlho?

RieSenie: Predtym nez zactneme skusat nejaké moZnosti, pozrime sa na par zaujimavosti, ktoré nam to
ulahcia.

Prvé oslavy zac¢inaji o 12 : 00, posledné koncia o 17 : 00. Teda pocas celého popoludnia méame 5 hodin,
¢ize 300 minut, pocas ktorych mozeme iba vymetat parket alebo rychlo bezat na dalsi.

Vdaka tomu vieme prepojit ¢as, ktory budeme na kazdej party s po¢tom presunov. Kazdy presun nim
trva 15 minat, teda na oslavy nam zostane 300 — 15 - P mintut (P nazvime pocet presunov, pri¢om presun
medzi dvoma oslavami, medzi ktorymi je jedna dalsia zapo¢itame za dva atd.). Tento ¢as rovnomerne
rozdelime na péat party, takZze na kazdej party budeme W = 60 — 3 - P minnut.

Dalej sa skusme zamysliet, v akom poradi dokdZeme oslavy navstivit. Chceme to rozbalit ¢o najskor
ako sa d&, preto musime zac¢at bud na prvej, alebo Stvrtej oslave. No a na ktort oslavu musime prist ako
poslednti? Predsa na nejaki, ktora konéi az o 17 : 00! Keby sme ako poslednt navstivili nejakt int, skonéila
by najneskor o 16 : 00 a my by sme mali eSte hodinu nevyuzitého ¢asu. Oslavy konciace o 17 : 00 st druha
a tretia.

Teraz teda dost dobre vieme, ako musime cestovat a presne vieme, kol'ko potom moZzeme stravit casu
zarovanim. UZ sme mudri, podme skusat!

Keby sme zacali na prvej oslave, museli by sme sa nejako dostat na piatu. To chce 4 presuny. NajblizSia
oslava konc¢iaca o 17 : 00 je tretia. Ak sa na fiu chceme dostat, musime pouzit dva presuny, ¢o dava spolu 6.
Teda pre zadiatok na prvej oslave, menej ako 6 presunov ani netreba skusat.

6 presunov znamend 60 — 3 - 6 = 42 mindt na oslavu. Ak chceme zacat prvou oslavou, musime ist z prvej
na piatu a z piatej na tretiu. Teda druht oslavu méZeme stihnat len tesne po prvej oslave, cestou na piatu.
Teda 42 minat budeme oslavovat a 15 cestovat na druhia oslavu, kde prideme o 12 : 57. Vtedy Zzial druha
oslava este nezacala, ¢o kazi naSe plany.

Co ak zatneme na Stvrtej oslave? Musime ist na prvd, ¢o zo Stvrtej zoZzerie aspon 3 presuny. Chceme
skoncit na druhej alebo tretej oslave, potrebujeme eSte asponi jeden. Zaroven musime niekedy ist na piatu.
Nesmieme na nej koncit, teda z nej musime niekam odist. Celé odbavenie piatej oslavy nam prida minimélne
dva presuny (to vtedy, ked na nu pdéjdeme rovno zo stvrtej).

Potom spolu dostavame znova 6 presunov a 42 mintut na party. Opéat menej ako 6 netreba skusat. Zo
Stvrtej party musime ist rovno na piatu, kde v8ak znova prideme pred jej zaCiatkom. Teda zjavne musime
pouzit viac ako 6 presunov. KedZe aj pri zaciatku na prvej aj pri zac¢iatku na Stvrtej oslave sme to nedokazali
spravit na 6 presunov, budeme musiet spravit miniméalne 7 presunov.

Pre 7 presunov a 39 minit na oslavu uz dokaZeme néjst rieSenie, to konkrétne toto: Zacneme na prvej
oslave, kde sme od 12 : 00 do 12 : 39. Odtial ideme na Stvrti, kde sme 13 : 24 — 14 : 03. Odsko¢ime si na
piatu, kde sme 14 : 18 az 14 : 57. Potom beZime na tretiu, kde sme 15 : 27 — 16 : 06, zakon¢ime to na druhej
oslave, kde budeme od 16 : 21 az do 17 : 00.

Ukéazali sme, Ze na 6 ani menej presunov sa nedokdZeme zucastnit vSetkych oslav. Tym, Zze sme nasli
rieSenie pre 7 presunov, sme teda ukazali, Ze minimélny pocet presunov, pre ktory sa to da, je 7.
Odpoved’: Na kazdej oslave mdzeme byt najviac 39 miniut.

Komentar: Priklad ste rieSili skoro vSetci dobre, avSak pri takychto prikladoch to zvadza len napisat
vysledok a tvarit sa, Ze tam je aj postup. Na toto si treba dat pozor a vzdy sa zamysliet: ,Neda sa to aj
lepsie? Odpoved na tuto otazku je potrebné este aj poriadne oddvodnit.

Priklad &. 7 (opravovali Lama¢, Sara, Lubo):
Zadanie: Dany je trojuholnik ABC'. Na priamke BC' sa nachadzaju body X a Y, také ze | XY |+ (|JAB| +
|AC|)/2 = obvod/2. Aky je obsah stvoruholnika S.S, XY, ak obsah trojuholnika ABC je z. (S, a S oznacuju
stredy stran b a c).
RieSenie: Za¢nime tym, ze si nakreslime obrazok. Ten bude vyzerat napriklad takto:

V obrazku sme pridali standardné oznacenie stran a, b, c. Taktiez sme zakreslili uz aj vysku na stranu
a, ktort sme oznacili ako v. V rieSeni ju pouzijeme neskér. Podme sa teraz ale pozriet, ¢o vieme o velkosti
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Obr. 4: obrazok

| XY|. Vieme, ze:
| XY [+ (JAB| + |AC|) _ obvod  (|AB|+ |BC|+ |AC|)

2 2 2

Z toho dopocitame, Ze:

|BC| a
XY|=—==

Ked Sy a S, st stredy stran, usecka SpS. je tzv. ,stredné priecka“. Teda trojuholniky AAS,S. a AABC
st si podobné v pomere 1 : 2. Pytate sa ¢o to znamené po slovensky?

Stredné priecky delia trojuholnik na jeho mensie verzie. Konkrétne trojuholnik AASyS. je poloviény
AABC (kedze vsetky uhly maja rovnaké a |AS,| je polovica |AB|). Vdaka tomu st vSetky strany aj vysky
v trojuholniku A ASyS. polovi¢éne dlhé ako im prislichajice v trojuholniku AABC.

KedZe usecka Sy S, je stredné priecka, tak o jej velkosti vieme povedat, Ze:

a

|SbSc, = 5

Taktiez plati, Ze stredna priecka je rovnobeZzné so stranou, s ktorou sa nepretina. Je ndm teda jasné, Ze
nami hl'adany atvar bude kosodlznik. Jeho obsah vypocitame ako obsah kosodlznika. Na to vSak potrebujeme
este vysku tohto kosodlznika. To nam ale nerobi problém, kedZe vieme, Ze stredna priecka nam vysku
trojuholnika deli na polovicu. Teda vyska kosodlznika bude %v. Obsah hl'adaného ttvaru bude:

a v 1 av
5=3 3273 %
My ale zo zadanie vieme, Ze obsah AABC je x, teda:
av
SpaBc = >
A tak bude obsah nésho atvaru:
1
S =
5%

Odpoved’: Obsah stvoruholnika S.Sp XY je %az
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Bodovanie: Dostali sme 45 rieSeni, priCom priemerne sme za priklad dali zhruba 8.9 bodu. VySe dve tretiny
rieSeni mali nadpriemerny pocet bodov.

Komentar: Priklad ste zvladli excelentne. Takmer vSetci ste sa dostali k spravnemu vysledku. Najcastejsi
problém spocival v tom, Ze ste nasli rieSenie pre jedno konkrétne umiestnenie bodov X a Y na BC a
nezovseobecnili to pre ostatné situacie. Ob&as neboli dostatoéne zdévodnené kIicové kroky veduce k rieseniu,
za Co sme strhli body.

Priklad €. 8 (opravovala Tete):
Zadanie: Zavolali sme vas, pan detektiv, kvoli tomuto zloZitému pripadu.

Stala sa kradez. Chceme odhalit zlodeja pomocou sposobu jeho pohybu.

V tomto meste sa kazdy hybe takto: Zacina na nejakom mieste s nejakym ¢islom. Najprv sa premiestni
tak, Ze svoje ¢islo miesta vynasobi prirodzenym ¢&islom k. Tak sa dostane na druhé ¢islo z radu ¢isel jeho
cesty. Potom sa premiestni od¢itanim prirodzeného ¢&isla b od svojho aktualneho éisla, dostane sa tak na
tretie Cislo. Vynasobenim tretieho ¢isla, ¢islom k sa dostane na Stvrté Cislo svojej postupnosti. Na piate
¢islo jeho postupnosti sa dostane odéitanim ¢isla b od Stvrtého ¢&isla. Striedanim tychto krokov pokracuje
Tubovolne dlho.

VySetrovanie nas doviedlo k nasledujicim zaverom:

e Po kradezi zlodej vyskocCil oknom z domu. Jeho zaciato¢né ¢islo muselo byt jednociferné, o 1 vacsie,

ako nejaké prvocislo.

e V osudnej noci sme mali hliadky skoro vsade. Jediny sposob, ako mohol zlodej nepozorovane prekiznut
bol, Ze v postupnosti ¢isel, ktoré navstivil, sa postupne striedali parne a neparne ¢isla.

e Psy sledovali jeho pachovi stopu. Zistili sme, Ze prvych sedem ¢&isel postupnosti malo kazdé menej ako
4 cifry. Tychto 7 ¢isel sa da zapisat len pomocou piatich cifier.

e Zlodej sa nam dokonca vysmieva a poslal nam takyto odkaz: ,,Ak by som Siel svojou postupnostou
donekonecna, tak sa pomer poctu jej ¢isel, ktoré nie st delitelné 3, a vSetkych ¢isel postupnosti bude
blizit k % Pre prvych I'ubovolne vela ¢isel mojej postupnosti je pocet &isel delitelnych 3 vacsi, ako
pocet nedelitelnych.*

e Analyza odtlackov prstov ukézala, ze k > b.

Na akom ¢isle zlodej za¢inal? Comu sa rovna k a b?
RieSenie: Postupne sa podme pozriet na informécie, ktoré odhalilo vySetrovanie. Cislo na ktorom za¢ina si
oznacme a.

Podl'a prvej informacie mohol zlodej zac¢inat jedine na ¢islach 3,4, 6 alebo 8. f)alej vieme, Ze sa striedali
parne a nepéarne ¢isla. Pokial by bolo a péarne, tak ¢islo, ktoré ziskame vynésobenim tohto ¢&isla inym
prirodzenym ¢&islom, bude tiez parne. Preto, aby sa striedali, musi byt a neparne a k parne. Teda a = 3.
Aby bolo tretie ¢islo opat neparne, musi byt aj ¢islo b nepérne.

Aby sa pocet &isel delitelnych tromi a vSetkych blizil k %, musia sa nadm od nejakého &isla striedat ¢isla,
ktoré st a nie su delitelné tromi. Teda bud budeme mat ¢islo delitelné 3 po kazdom vynasobeni k, alebo
po kazdom odé&itani b. Ak by boli &sla delitelné tromi po odéitani b, boli by delitelné aj po vynasobeni
Tubovolnym ¢islom. Aby sa nam teda striedali, musi byt k£ nasobok trojky a ¢islo b nesmie byt nasobok
trojky. Vieme, Ze k bude parne, teda bude delitelné 6. b bude kvoli striedaniu parnosti neparne.

Ak by bolo k£ = 12, b mo6ze byt najviac 11. Potom by siedme &islo postupnosti uz urcite malo aspon 4
cifry. Teda k = 6 a b mdze byt niektoré z ¢isel 1,3 alebo 5.

Ak b =1 tak prvych 7 &isel je 3,18,17,102,101, 606, 605. Na ich zapis ale pouZijeme prili§ vela cifier.

Ak b = 3 tak budi v8etky &isla postupnosti delitelné tromi a teda to nevyhovuje.

Ak b = 5 tak prvych 7 cisel je 3,18,13,78,73,438,433. Tieto ako vidime sa daju zapisat len pomocou
cifier 1,3,4,7 a 8. Nasli sme jediné rieSenie.

Odpoved’: Zlodej za¢inal na ¢isle 3, k =6 a b = 5.
Komentar: Vsetci, ktor{ ste priklad riesili ste ho vyriesili spravne. 10 bodov sme nedali iba v ojedinelych
pripadoch, vi¢sinou z dévodu, Ze ste nejakt Cast rieSenia nedostatocne odévodnili.

Priklad €. 9 (opravovali Zajo, Palo):
Zadanie: Pri pozorovani mesiaca mi napadlo, Ze spo¢itam jeho obsah. Mesiac je rovinny dtvar, ktory vznikne
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vysekom dvoch kruznic, ktoré maju dva spolo¢né body. Teda je to ta ¢ast menSej z dvojice kruznic, ktoréd
nie je vo vnutri vacsej.

Keby som sa postavil do stredu mensej kruznice, videl by som rohy mesiaca pod uhlom 90°. Keby som
sa postavil do stredu véacsej kruznice, videl by som ich pod uhlom 60°. Polomer vacsej kruznice je 20. Aky
moze byt obsah mesiaca?

RieSenie: V tomto priklade je potrebné urobit dve zakladné finty.

Prvou je uvedomit si, ze mézu nastat az dva pripady, ako vyzera mesiac. Je to tak preto, lebo podmienka
videnia rohov mesiaca pod uhlom 90° este nehovori o tom, ¢i sa na rohy pozerame ,,zvonka“ vel'kej kruznice,
alebo ,,zvnutra“ velkej kruZnice.

Riesme preto dva pripady:

1. Stred menSej kruZznice nelezi vo vacsej kruznici.

Obr. 5: Stred mensej kruZnice nelezi vo vacsej kruznici.

Takto pretinajice sa kruZnice sii osovo symetrické podla spojnice ich stredov. Z toho vyplyva aj
rovnost uhlov |[<SXY| = |<SY X|. Trojuholnik ASXY je tym padom rovnostranny a |XY| = R
(polomer vég¢sej kruznice).

Teraz vieme vypocitat polomer mensej kruznice z pytagorovej vety pre ARXY:

R?* =20% = 2r® — r* = 200 — r = v/200

Teraz prichddza na radu druhy trik, kedy si treba spravne vyjadrit obsah hladaného utvaru. Ako
najsikovnejsie po chvili hrania sa ukazuje byt nasledovny postup:

K trom StvrtinAm mensej kruznice pripoc¢itame obsah SX RY a odpocitame od toho obsah mensieho
vyseku X SY. KedZe uhol X SY mé 60°, tak obsah vyseku je Zestina obsahu véc¢sieho kruhu.

Vsetky potrebné dlzky pozname, preto ostava to iba spocitat:

S = errQ + AXYR+ ASXY — éﬂRQ

3 2 V3 o, 1
= 2200+ — + Y2R2_ 214
S 47T 00 + 5 + 4R 67r 00
3 3.400 1
S = w200 +100 + \[4 ~ 00

250
= S-m+100+ 100V/3
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Obr. 6: Stred mensej kruznice lezi vo viacsej kruznici.

2. Stred mensej kruznice leZ7 vo viacSej kruznici.
Rovnakou tvahou vieme dostat r = v/200.
Obsah vyseku zratame tentokrat nasledovne: K obsahu kruhového vyseku RXY pripocitame obsahy
ASRX a ASRY. Nésledne odratame obsah vyseku SXY. Pomézeme si eSte tym, ze ASRX +
ASRY = ASXY — ARXY.
S =XRY + (ASRX + ASRY) — XSY
1 V3 r?

1
Lo Vo Ty L
S—47r7“ +(4R 2) 67rR

1
S = 507 + 100v/3 — 100 — 64007r

—50
S = — 7+ 100v/3 — 100

Takto sme dostali oba mozné obsahy mesiaca.

Komentar: Vicsina z Vas zabudla na diskusiu, teda ta cast rieSenia, kedy si treba uvedomit, Ze pripady
st naozaj dva. (Ked mensi kruh je vo via¢Som a ked nie) Za vyrieSenie iba jedného z tychto pripadov bolo
mozné ziskat len 6 bodov. Poucenie z toho plynice je, Ze ked si nakreslime obréazok, tak sa zamyslime ¢i
je vzdy platny. Okrem toho bol priklad celkom priamodiary (tj. hned vidime ¢o treba zratat, a v rieSeni to
jednoducho spravime..), s ¢im ste si aj lahko poradili.

Prémia (opravoval MatoPato):

Zadanie: Mame 9 vaz poukladanych do stvorca 3 x 3, Lama¢ im nameral objemy v litroch tak, ako v tabulke
3. Rozhodol sa zistit, na kol'ko preliati dokdZe odmerat 1 liter. Prelievat z vazy do vazy moze iba medzi
susediacimi vazami. Pricom plati, Ze cely obsah vazy musi preliat. Pokial vo vaze nie je dostatok volného
miesta, naleje do nej tol'ko, aby bola po preliati plna. Na zaclatku je plna len vaza vpravo v strede. Kolko
najmenej preliati musi Lamac¢ spravit, aby v niektorej z vaz ostal 1 liter? Ako to spravi?

Riesenie:

10
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8 [ 11| 13
6 |19 | 43
13181 3

Tabulka 3: objemy véz

Zadanie prikladu ste si dokazali vysvetlit viacerimi spdsobmi, z ktorych boli dve vysvetlenia naozaj mozné.
Za tuto nejednoznacnost sa ospravedliujeme.

1. vysvetlenie: Prelievame iba do jednej susednej véazy, ktori si vyberieme. Ak je v tejto vaze dostatok
miesta, prelejeme do nej cely obsah vazy. Ak nie, prelejeme do nej len tol'ko, kolko sa do nej zmesti a zvySok
vody ostane v povodnej vaze. NajlepSie rieSenie, ktoré ste nasli pre tato interpretaciu zadania, potrebuje 5
preliati. Najprv prelejeme vodu z pociatoc¢nej vazy do vazy v strede s objemom 19[. Z tejto vazy prelejeme
vodu v dvoch preliatiach do vaz s objemami 6/ a 8, ktoré susedia stranou s vazou s objemom 19/. Z tychto
prelejeme v dvoch krokoch vodu do vazy s objemom 131 dole vlavo a v jednej z tychto vaz nam ostane 11,
pretoze 6 + 8 = 14, ¢o je o 1 viac ako 13.

2. vysvetlenie: Za jedno preliatie sa rozumie, ze cely obsah vazy rozlejeme do susednych vaz, pri¢om
do kaZzdej vazy nalievame, kym nie je plna, alebo kym sa ndm neminie voda. NajlepSie rieSenie mé tentokrat
4 preliatia. Vodu na zaciatku rozlejeme do vaz s objemami 31, 8[,19] a 13[. Obsah 13[ vazy vratime naspét
do 43l vazy. Teraz si zoberieme 19! vazu v strede a prelejeme 13! z nej do 13! vazy vpravo hore. Zvysnych 6]
nalejeme do vézy vlavo dole. 71 z 81 vazy dole v strede nalejeme do 13l vazy vlavo dole a zvy$ny 1l nalejeme
do 19] véazy v strede.

Odpoved’: Najlepsie riesenie, ktoré sme nagli potrebuje 5 alebo 4 preliatia.
Komentar: Vzhladom na dve moZnosti vysvetlenia zadania boli rieSenia na 5 preliati aj na 4 preliatia
povazované za najlepsie rieSenia.
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