riesky@riesky.sk Riesky — matematicky koreSpondenény seminar

Vzorové rieSenia 3. kola zimnej série 2008/2009

Priklad & 1 (opravovala Danka):

Ozna¢me si nase kuzelné &islo ABC. Hodnota kazelného &isla vzrastie o 9, ked sa zamenia &islice na mieste jednotiek a desiatok.
Z tejto vety vieme, Ze po zamene &islic musime dostat vicsie ¢islo ako kazelné (ABC +9 = ACB). Aby sme dostali vidSie ¢islo,
musi byt ¢islica na mieste desiatok v kazelnom ¢isle mensia ako ¢islica na mieste jednotiek (B < C). A kedZe &islo ACB je
0 9 vicsie ako &islo ABC, ¢islice B a C musia byt dvojicou za sebou idtcich ¢islic (B +1 = C).

Rovnako to plati aj pre dvojicu ABC' a ABC. Kuzelné &islo vzrastie o 90, ked sa zamenia ¢islice na mieste stoviek a desiatok
(ABC+90 = BAC). Aby sme dostali vacsie ¢islo, musi byt ¢islica na mieste stoviek v kiizelnom &isle mensia ako &islica na mieste
desiatok (A < B). A kedze ¢islo BAC' je o 90 vicsie ako &islo ABC, &islice A a B musia byt dvojicou za sebou iducich éislic
(A+1=B).

Teraz si vieme vypisat vSetky kuzelné ¢isla: 123,234, 345, 456, 567, 678, 789. Cislo, ktoré ma A = 0, 012, nie je trojciferné,
preto nepatri medzi kuzelné &isla. Zistili sme, Ze existuje 7 roznych kizelnych &isel. Sta¢i uz len zistit, o kol'ko sa zmeni kizelné
&islo, ked sa zamenia jeho ¢islice na mieste stoviek a jednotiek(CBA — ABC =7):

321 — 123 = 198, 432 — 234 = 198, 543 — 345 = 198, 654 — 456 = 198, 765 — 567 = 198, 876 — 678 = 198, 987 — 789 = 198

Odpoved’: Kuzelné &islo sa po zameneni &islic na mieste stoviek a jednotiek zvadsi o 198.
Komentar: V&acsina z vas prisla na spravne rieSenie. Casto ste viak nevysvetlili vSetko, ¢o bolo treba a tam i8li bodiky
dolu. Mnohi z vas len skonstatovali, Ze &islice s za sebou iduce, ale nevysvetlili, preco je to tak. Niekolkym sa zas pritrafila
chyba nepozornosti a dostali ste zly vysledok. Nezabudajte si preto rieSenia pred odovzdanim skontrolovat. Prajem vam pekné
prazdniny a vela uspechov v letnej sérii. . .

Priklad &. 2 (opravovali Tinka a UTka):

K dispozicii mame 10 karti¢iek. Na vytvorenie troch trojcifernych ¢isel potrebujeme 9 karticiek. Preto najprv zistime, ktoru
karticku Matko nepouzil. Sucet cifier na kartickach je spolu 45. Sucet cifier na pouzitych kartickach je 13414+ 15 = 42. Rozdiel
tychto sic¢tov predstavuje karticku, ktora Matko nepouzil, teda: 45 — 42 = 3.

Teraz si uvedomime, Ze ak potrebujeme, aby bol sucet ¢o najmensi, musime dat na miesta stoviek ¢o najmensie cifry a
na miesta jednotiek ¢o najvacsie cifry. Na miestach stoviek by sa nam teda objavili cifry 0, 1, 2, avSak Ziadne trojciferné ¢islo sa
nulou nezaéina. Preto musia byt na mieste stoviek cifry 1,2, 4 (trojku sme uz vyradili). Na miestach jednotiek dosadime cifry
7,8 a 9. Ostali nam karticky 0,5, 6, ktoré sa budi nachadzat na miestach desiatok.

Spravme si supis:

e stovky: 1,2,4

e desiatky: 0,5,6

e jednotky: 7,8,9

Vsimneme si, Ze 0 je oproti piatke a Sestke o dost mensie ¢islo. Keby sme ju pripoéitali k jednotke alebo dvojke, tak by nam
ani priradenie najvicSej cifry na mieste jednotiek, teda deviatky, nestacilo na najnizsi ciferny sacet 13 (z 13, 14,15). TakZe nam
automaticky ostava spojit ju so Stvorkou. Spolu davaja sucet 4, preto k nim priddme deviatku, teda nam vznikne trojciferné
¢islo 409, ktorého ciferny sucet je 13.

Ostali nam cifry:

e stovky: 1,2

e desiatky: 5,6

e jednotky: 7,8

Moznosti kombinacii, aby sa nam zachovali rady stoviek, desiatok a jednotiek a zaroven, aby nam vznikli ciferné sacty 14 a 15
je viac. Ak k jednotke pridame péatku, dostaneme sucet 6. A teda 14 — 6 = 8, vyjde nam ¢islo 158 alebo 15 — 6 = 9, to vSak
nie je rieSenie, lebo karticka 9 je uz pouzita. Ak k jednotke pridame Sestku, dostaneme stucet 7. A teda 14 — 7= 7. Vyjde nam
¢islo 167 alebo 15 — 7 = 8, kde nam vyjde ¢islo 168. K tymto trom ¢&islam vytvorime dvojicu zo zostavajucich cifier. Bude to
vyzerat takto: 158 a 267, 167 a 258, 168 a 257.

Nakoniec uZ len spoéitame najdené trojice Cisel:

409 + 158 + 267 = 834 409 + 167 + 258 = 834 409 + 168 + 257 = 834

Vy&li nam vSetky tri sucty rovnaké. Je to spdsobené tym, Ze sme zachovali rddy jednotiek, desiatok a stoviek. Konkrétne
kombinacie sme robili na overenie existencie takejto moZznosti, teda ¢i skutoéne moZzeme takéto &isla vytvorit a séitat (¢asto
sa stava, Ze stratite body, ked vyratate vysledok, ale zabudnete si overit, ¢i este platia predpoklady, s ktorymi ste pracovali).
Odpoved: Matko mohol dostat najmensi sucet ¢isel 834.

Komentar: Vidsina z vas zvladla tento priklad velmi pekne. Obcas sa ale objavovali chyby a nedostatky v postupe. Body ste
dostévali za vylucenie karticky s 3kou, za zaradenie ¢isel do radov (nula do desiatok,...) a odovodnenie spravneho vysledku.
Drzime vam palce, aby ste sa dostali na sustredko.

Priklad & 3 (opravovali Majik a Janco):
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A (okrem Gamdce): Najprv si zistime, aké sucty cifier vieme v zadanom ¢&isle vyrobit, ak najviac moze byt 5+ 5 = 10:

= 0+1
141,240
241,340
24+2,34+1,4+40
342,441,540
34+3,4+2,5+1
443,5+2
4+4,5+3
445

5+5
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7 kazdej cifry okrem 0 mame v zadanom ¢isle k dispozicii dva kusy. Av8ak, z tychto dvoch kusov méZeme pouzit do finadlneho
¢isla len jeden. Prefo? Pretoze ak by sme pouZili obe, tak musia mat rovnako velky par do s¢itania, aby boli stu¢ty rovnakeé.
To sa ale neda dosiahnut, pretoze bud si budd parom navzajom, ¢o ale nevedie k rieSeniu, alebo budt mat ako par men-
$iu/vadsiu cifru, ale to tieZ naraz nejde, kvoli usporiadaniu cifier v zadanom &isle (prva polovica cifier je zoradena zostupne,
druha polovica vzostupne. Akonahle si vyberieme nejaka vacsiu cifru a do paru k nej nejaktt mensiu cifru, druha dvojicka
rovnakych cifier sa nemoze spojit do paru, pretoze sa nenachadza ani ,zvnutra“, ani ,zvonka“ prvého paru).
KedZe najviac pouzitych cifier je tym padom 6, tak nam stadi najst jedno také rieSenie so Styrmi Skrtnutymi ciframi, a
vieme, Ze na menej Skrtnuti to uz nemdze ist. Také &islo naozaj existuje, je to napriklad 543210 (Sudty sua 5).
Odpoved: Musime skrtnit najmenej 5 cifier.

B (pre Gameéu): Cifra na mieste desiatok moze byt iba 1,2 alebo 3, aby bolo 3-krat vécsie ¢islo na mieste tisicok tiez cifrou
(3,6 alebo 9). Nulu neberieme do uvahy, lebo 0-3 = 0 a dvakrat tu istu cifru v zadani nemame. Cifra na mieste jednotiek moze
byt od 0 do 6 (7 a viac nemoze byt, lebo 7+ 3 je 10 a to uZ nie je cifra), cifra na mieste stoviek moze byt od 3 do 9.

a) Ak by bola cifra na mieste desiatok 1, na mieste tisicok by sme museli mat 3. Ale zaroveni by na mieste jednotiek musela
ostat 0 a cifra na mieste stoviek by musela byt 0 + 3 = 3, teda by tam bola 2-krat trojka (&islo by vyzeralo takto:
9876543310, ¢o nemoZe nastat)

b) Ak bude cifra na mieste desiatok 2, na mieste tisicok musi byt 6. Sa len 2 moZnosti pre cifru na mieste jednotiek (0, 1),
a preto, ak vyskrtame len neziaduce cifry, existuju len dve moZnosti:

9876320, kde sme skrtli 3 cifry (5,4,1)
9876421, kde sme skrtli 3 cifry (5,3,0)

¢) Ak bude cifra na mieste desiatok 3, na mieste tisicok musi byt 9. Opét sd len 2 moznosti pre jednotky (tentoraz 1, 2) a

teda existuju len dve moznosti vyslednych &isel:

9431, kde sme skrtli 6 cifier (8,7,6,5,2,0)

9532, kde sme skrtli 6 cifier (8,7,6,4,1,0)
Hrladali sme moznosti s najmensim poctom vySkrtnutych éislic a to je 3.
Odpoved’: Musime vyskrtnut minimalne 3 cifry, rieSenia st: 9876320 a 9876421.
Komentar: V A variante velk ¢ast z vés pri§la na spravne rieSenie, no nedostato¢ne zddvodnila to, Ze nasli najlepSie rieSenie.
KedZe ste mali najst minimalny pocet Skrtnuti, tak treba aj ukézat, Ze je naozaj minimélny. V B-¢ku sa Ziadne vyraznejSie
chyby neobjavili, vi¢ginou len slabgie popisy. Za samotni odpoved ste mohli ziskat dva bodiky. ZvySok bol za postup, kazdému
podla jeho spravnosti.

Priklad ¢. 4 (opravovali Mon¢a a Luba):

KedZze Janko a Marienka stali na zaciatku v protilahlych bodoch kruhovej drahy, po ich prvé stretnutie spolu prebehli polovicku

bezeckej drahy. K dalsiemu stretnutiu spolu museli prebehnit celt bezeckt drahu. Ich rychlost behu sa nemenila a dizka trate,

ktoria spolu prebehli od prvého stretnutia po druhé, je dvakrat taka, ako dlzka trate, ktora spolu prebehli po prvé stretnutie. To

znamena, ze aj kazdy z nich od prvého po druhé stretnutie prebehol dvakrat dlhsiu drahu, ako od zafiatku po prvé stretnutie.
Vieme, ze Janko po prvé stretnutie prebehol 100 metrov, po druhé teda musel prebehnut dvakrat tolko, ¢o je 200 metrov.

Zo zadania tiez vieme, Zze Marienka od prvého po druhé stretnutie prebehla 150 metrov. Spolu teda od prvého po druhé

stretnutie prebehli 200 + 150 = 350 metrov.

Odpoved: Dlzka bezeckej drahy je 350 metrov.

Komentar: Priklad nebol velmi tazky, niekedy ste vSak iba skiSali a len tak ste si povedali vysledok, ¢o je koda. V mnohych

pripadoch ste vSak napisali vSetko, ¢o sme potrebovali, a na to, aby ste dostali desat bodov, nebolo treba vela veci. Celkovo

ste priklad vyriesili velmi pekne:).

Priklad &. 5 (opravovali Jankaa a Gubika):

Zo zadania vieme, %e vZdy spadla miniméalne jedna kuZelka, maximéalne tri (slovo ,kuZelka“ nie je spisovné, ale snad nam
prepécite, Ze sa nam viac pac¢i). Z toho vyplyva, Ze po situacii so vSetkymi kuZelkami stojacimi (ktora nie je na Ziadnom
obrazku) mozu nastat len situacie, kde stoji 8, 7, 6 kuZeliek. Zo zobrazenych situacii vyhovuja len situacia 1 a 3 (v kazdej su
spadnuté tri kuzelky) (obrazky 1 a 2). Musime si uvedomit, Ze kazda kuzelka, ktora uZz raz spadla (prazdny krazok), sa nemdze
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Obrazok 1: Situécia 1 Obrazok 2: Situécia 3

v nasledujucej situacii objavit stojaca (ako krazok plny), lebo vieme, Ze kuZelky sa pri hre nemozu ,reinkarnovat‘. Podme si
teda vypisat pre kazdu situéciu, ktoré situacie by po nej mohli nasledovat.
e Situacia 1: po nej modZzu nasledovat sitacie 2 a 5.
Situacia 2: po nej modze nasledovat situécia 5.
Situacia 3: po nej moézu nasledovat sitécie 2, 4, 5, 6 a 7.
Situacia 4: po nej moézu nasledovat sitécie 5, 6 a 7.
Situécia 5: po nej nebude nasledovat Ziadna situacia, len ta ,konecna®, v ktorej budu spadnuté vsetky kuzelky.
Situacia 6: po nej modze nasledovat sitécia 7.

Situécia 7: po nej nebude nasledovat Ziadna situacia, len ta ,konecna®, v ktorej budu spadnuté vsetky kuzelky.
Preco po situécii 6 modZze nasledovat situacia 77
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Obrazok 3: Situécia 6 Obrazok 4: Situacia 7

Vidime, Ze rozdiel medzi situiciou 6 (obrazok 3) a situdciou 7 (obrazok 4) je len v tplne prostrednej kuZelke. Takze
po situécii 6 nasledoval hod, ktorym bola zhodena len jedna kuZzelka, prave ta prostredna. Ako sme si uz povedali, po situacii 7,
by d'alej nasledovala uZ len  kone¢na“ situécia, so vSetkymi kuzelkami spadnutymi.

A preco nemdze po situécii 4 nasledovat napriklad situécia 27
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Obrazok 5: Situécia 4 Obrazok 6: Situécia 2

Nakolko v situécii 4 (obrazok 5), v tretom riadku je poslednd kuZelka uz spadnuta a na situéacii 2 (obrazok 6) je opét
postavena, vidime, Ze tieto situdcie nemozu nasledovat po sebe. Aj napriek tomu, Ze na situacii 4 je pat kuzeliek a na situacii 2
len styri kuzelky, tieto situdcie nemodZzu obidve nastat v jednej hre.

Obdobne sme vyhodnotili navzajom kazdu dvojicu situacii.

Teraz uz vieme, ktoré situécie modzu nasledovat za sebou, Ze po ,zaciatoCnej“ situécii nasleduje vzdy situacia 1 alebo 3,
a ,kone¢nej“ situécii tesne predchédza situacia 5 alebo 7.

VypiSeme si teda vSetky hry, ktoré obsahovali iba situacie uvedené v zadani. Postup je jednoduchy: napiSeme si ¢isla
pociatoénych situécii 1 a 3. Zo situécie 1 sa vieme dostat do situacii 2 a 5, preto si situaciu 1 ,,rozvetvime* — pridame &isla 2 a 5
a spojime ich s ¢islom 1. Rozvetvime si takto aj v8etky ostatné situécie, az kym sa nedostaneme ku koneénym situaciam 5 a 7,
ktoré sa uz nedaju rozvetvit. Ziskame tak nakres (tzv. strom, na obrazku 7), v ktorom néazorne vidime vSetky moZné hry
zloZené z nasich situdcii.

Odpoved’: Kuzelky mohli byt zhodené deviatimi sposobmi (obrazky 8 az 16).

Komentar: Najdolezitejsie pre nas bolo, aby ste mali vypisané vSetky moznosti, odpoved a zhodnotené, aké situacie nasledovali
po ,zaciato¢nom* a pred ,koneénym“ stavom. Vtedy ste dostali 10 bodov. Ak vam chybala len nejaki ta drobndstka, dostali
ste deviat bodov. Za rieSenie bez postupu a bez odpovede ste mohli dostat 5 bodov. Takisto sme vam 1-3 bodiky strhavali
za chybajuce moZnosti, alebo moZnosti navySe. Ale priklad pre vas nebol zloZity, vela z vas ho malo dobre. Len nabuduce si
dajte vACSi pozor pri vypisovani moznosti. A na postup nezabudajte!!!

Priklad €. 6 (opravovali Kozzy a Peto):
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2-5
1<g
2-5
5
4{677
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6-7
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Obrazok 7: Rozvetvenie situécii

Pocet nabojov, ktoré si pytala Leona sa moze konéit na hociktoru cifru (0,1, 2, 3,4,5,6,7,8, alebo 9). Pre kazdu z tychto cifier
si ndjdeme najmensie ¢islo, ktoré sa na tu cifru konéi a ktoré sa da poskladat z 5 a 8 kusovych balickov (tabulka 1). Tieto

cifra najmensie ¢islo

0 10 2-5
1 21 2-845
2 32 4-8
3 13 5+8
4 24 3-8
5 5 5

6 16 2-8
7 37 4-8+5
8 8 8

9 29 3:-8+5

Tabulka 1: Najmensie ¢isla

¢isla tvoria pre dand cifru ista hranicu, pretoze kazdé dalsie vicsie ¢islo konéiace sa na dand cifru sa uz bude dat poskladat
z 5 a 8 kusovych bali¢kov. Pridanim dalsich dvoch 5 kusovych bali¢kov (pripo¢itanim 10) totiz dostaneme dalsie &islo, ktoré sa
kon¢i na tu istu cifru a tiez sa da zlozit z 5 a 8 kusovych bali¢kov. Napriklad pre cifru 7: najmensie ¢islo, ktoré sa da poskladat
je 37. Kazdé dalsie ¢islo kondiace sa na 7 sa uz da poskladat: 47 =37+2-5=4-8+3-5 atd.

Od kazdého z tych ¢isel si viem teraz vytvorit najvicsie ¢islo, ktoré sa nedd poskladat a konc¢i sa na ta istd cifru a to
odpocitanim 10. A su to ¢isla 0,11, 22,3,14, —5,6,27, —2,19. Teraz plati: Kazdé vicsie ¢islo, ktoré sa bude konéit na rovnakua
cifru sa bude dat poskladat (—5 a —2 st $pecialne pripady; vravia nam vlastne, Ze kazdé ¢islo konciace na 5 alebo na 8 sa da
poskladat).

Zo zadania vieme, Ze Leona si vypytala taky poet nabojov, ktory sa neda poskladat, ale hociktory vacsi pocet sa uz poskladat
da; teda je to najviacsi pocet nabojov, ktory sa neda poskladat. Treba si uvedomit, Ze to bude jedno z naSich desiatich &isel,
pretoze my tam méame presne také ¢isla, iba rozdelené na kategorie podla poslednej cifry. A hladané &islo si tiez mozeme zadelit
podla jeho poslednej cifry do jednej z kategoérii (a tam bude najvicsie ¢islo s tou cifrou na konci, ktoré sa neda poskladat).

My hladame najvacsi poet nabojov, ktory sa neda poskladat. Z &isel 0, 11,22, 3,14, —5, 6,27, —2,19 musim teda vybrat to
najvicsie. Nech k nemu potom pridam hocijaky pocet nadbojov, vznikne ¢&islo s nejakou cifrou na konci, ktoré je ale vécsie nez
¢islo z nasich desiatich z tej kategorie, ¢ize sa da poskladat. Najvicsie je ¢islo 27, ¢ize Leona si vypytala 27 nabojov.
Odpoved’: Leona si v obchode pytala 27 nabojov.

Komentar: : Toto je spdsob, ktorym vécsina z vés riesila tento priklad, ¢ize ste ho mali zva¢sa spravne. NajCastejSie sme vam
strhavali body za to, Ze ste nezddvodnili, preco sa vSetky vicsie ¢isla ako 27 daju poskladat.

Priklad & 7 (opravovala Zuzka):
Najskor si musime uvedomit, Ze kral vyplati Jankovi najmenej penazi vtedy, ked sa % z vel'kej kopy budil rovnat % z malej
kopy (st to Casti, ktoré si Janko moZe maximalne odniest).

No je to tak ur¢ite? Nech % S = % -m (v je poCet dukatov vo velkej kope, m je pocet dukatov v malej kope). Jankovi je
jedno, z ktorej kopy si zoberie svoj podiel. Ked z malej kopy prehodime niekol’ko dukatov (ich pocet si oznacime a) na velku,
tak si Janko moéze zobrat bud 15 - (m — a), alebo & - (v + a), samozrejme si vyberie ti druht moznost. No Kral takto pride
o viac penazi. Ked z velkej kopy prehodime niekol’ko dukatov (ich pocet si ozna¢ime a) na malu, tak Janko si moze zobrat bud

% - (m + a), alebo % - (v — a), samozrejme si vyberie prvi moZnost. Aj v tomto pripade pride kral o viac penazi.
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Obrazok 16: Hra 9 — Situacie 3-7
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TakZe uz vieme, Ze kralovi sa oplati rozdelit kopy tak, aby % ‘v = % -m. No kolko dukatov bude na jednotlivych kopach?
Este vieme, Ze v + m = 113 (celkovy pocet dukatov). RieSme teda ststavu dvoch rovnic.
v +m = 113
v = 113—m
Dosadime do nasledujtcej rovnice.
3 T
10 10
3 7
2 (1183 — - L.
o (18-m) 0"
3. (113 —m) ™m
339-3m = Tm
339 = 10m
33,9 = m
Dopocitame v.
v = 113-33,9
v = 791
No a mame maly problém. Ako dame na kopu 33,9 dukitov? Ideédlne rozdelenie, kde by platilo % cv = % - m sa neda

dosiahnut. PosnaZime sa teda o ¢o najlepsie. Na mala kopu moézeme dat 33, alebo 34 dukatov.

Ak dame na mala kopu 33 dukitov, tak na velkej bude 80. Janko si bude moct odniest: Z malej kopy: % -m = % -33 =
23,1 dukatov. No kedZze sa dukaty nedaju delit, Janko si moZe zobrat len 23 dukatov. (Pozor, nie 24! V zadani je napisané, ze
si moze odniest najviac % z malej kopy) Alebo z velkej kopy: % S = % - 80 = 24 Kral takto pride maximalne o 24 dukétov.

Ak dame na mala kopu 34 dukatov, tak na velkej bude 79. Janko si bude moct odniest: Z malej kopy: % -m = % -34 =
23, 8 dukatov. Kedze sa dukaty nedaju delit, Janko si moze zobrat len 23 dukatov. (Pozor, nie 24! V zadani je napisané, Ze si
mozZe odniest najviac % z malej kopy) Alebo z velkej kopy: % Sv = % -79 = 23,7 dukatov. No kedZe sa dukéity nedaju delit,
Janko si moze zobrat len 23 dukatov (v zadani je napisané, Ze si mdze odniest najviac % z velkej kopy).

Kral takto pride maximalne o 23 dukatov. No a préave toto rozdelenie je prefiho najvyhodnejsie.

Odpoved’: Na mensiu kopu treba dat 34 a na vadésiu 79 dukatov.

Komentar: Prist na zakladnt myslienku sa podarilo hadam kazdému. No horsie to bolo s doriesenim celého prikladu. Mnohi
z vas si neuvedomili, Ze sa dukaty nedaju delit na desatiny. No a dalSou ¢astou chybou bolo, Ze aj ked ste si to uvedomili, tak
ste neceloc¢iselny pocet dukatov automaticky zaokrihlili. Napriklad, ked ste vypocitali, Ze na malej kope méa byt 33,9 dukatov,
tak ste to zaokruhlili na 34 a nezamysleli ste sa nad tym, ¢o by sa stalo, keby bolo na malej kope len 33 dukatov. Alebo nakoniec
vam vyslo, Ze si Janko odnesie 23,8 dukatov, to ste pokojne zaokruhlili na 24 aj ked podla zadania si nemohol odniest viac ako
23,8 dukatov.

Priklad & 8 (opravovali Niwka a Betka):
A (okrem Gameée): Majme trojuholnik ABC. Os uhla BAC pretina stranu BC' v bode P, os uhla APC pretina stranu AC

Obrazok 17: Priklad 8A: Trojuholnik ABC

v bode @ a os uhla PQC pretina stranu BC' v bode R. Uhol QRC méa 75° a pomer vnutornych uhlov pri vrcholoch A a B
trojuholnika ABC' je 2 : 5. Toto vSetko sme vedeli zo zadania a je to zaznaCené na obrazku 17. Oznacme si XBAC ako 2« a
uhol X ABC ako 5a (podla pomeru, ktory pozname). Dalej vieme, 7e stcet vntutornych uhlov trojuholnika je 180°, taktiez, Ze
studet susednych uhlov je 180° a eSte, Ze os uhla rozdeluje dany uhol na polovicu. Teraz si mozeme vypocitat jednotlivé uhly.
Vieme, Ze

|<xAPC| + |<APB| = 180°
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(st susedné uhly) a taktiez, ze
a+ 5a+ |<APB| = 180°

(vnutorné uhly v trojuholniku ABP). Z tychto rovnic si vieme vyjadrit
|xAPC| =180° — |<APB|

kde
|xAPB| = 180° — 6 = |XAPC| = 180° — (180° — 6a) = 6«

Uhol < APC ma teda velkost 6a (aj preto, Ze je to vonkajsi uhol trojuholnika ABP). Dalej vieme, Ze je rozdeleny osou na dva
rovnaké uhly, a teda vieme
_|$APC| _ 6
T2 T2

Rovnako néjdeme aj velkosti uhlov <PQR a <RQC, pretoze < PQC je taktiez rozdeleny osou na dva rovnako velké uhly.
Vieme, Ze

|XAPQ| = |<QPC]| = 3a

|[XAQP| + |4PQC| = 180°

(susedné uhly) a taktiez, ze
a+3a+ |[SAQP| = 180°

(vnutorné uhly v trojuholniku APQ). Tieto rovnice vieme upravit nasledovne:
| PQC| = 180° — (180° — 4a) = 4«

Alebo sme mohli opét velmi jednoducho zdovodnit, Zze < PQC je vonkajsi uhol trojuholnika APQ a preto ma velkost a+3a = 4a.
Na zéklade tejto upravy vieme dalej pocitat:

[$PQC| _ 4o
2 2

Pozname |[<QRC| = 75° a taktiez vieme, Ze |SQRC| + |[<QRP| = 180°. Z toho vyplyva, Ze |<QRP| = 105°. V trojuholniku
QPR je sucet vnutornych uhlov 180° = 2a + 3 + 105°, z toho zistime, ze a = 15°. Teraz uZ len jednoducho pomocou uhlu «
doratame uhly v trojuholniku ABC nasledovne:

Odpoved’:

|9PQR| = |<RQC| = =2a

|xBAC| = 2a = 30°
|xABC| = ba = 75°
|«xBCA| =180° — (30° +75°) = 75°
B (pre Gamcéu): Majme trojuholnik ABC. Os uhla BAC pretina stranu BC' v bode P a os uhla ABC pretina stranu AC
v bode Q. Os uhla APC pretina priamku BQ v bode R a os uhla BQC pretina priamku AP v bode S. Body R a S lezia mimo

trojuholnika ABC. Dalej vieme, Ze uhol PSQ mé velkost 20° a uhol QRP ma velkost 10°. To sme mali v zadani, zakreslime
si to do obrazka (obrazok 18).

Obrazok 18: Priklad 8B: Trojuholnik ABC
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Oznac¢ime si vel'kosti uhlov nasledovne:
a = |xCAP| = |<PAB|

B =|4ABQ| = [+CBQ)|
7 = [¥BQS| = [+5QC]
d = |<XAPR| = |<RPC)|

Prieseénik BQ a AP si oznaime ako X. Sudet vnatornych uhlov trojuholnika ABX: | AX B|+a+ (3 = 180°, kde si vyjadrime
|[XAXB| = 180° — (a + 8). Dalej vieme, Ze |XBXP|+ |<AX B| = 180° (susedné uhly). Z toho vyplyva

|$BX P|=180° — (180° — (a4 3)) =+ 8

Alebo jednoducho: uhol <BX P je vonkajsi uhol v trojuholniku ABX a teda ma velkost o + .

Vyuzitim tohto vztahu (velkost vonkajsieho uhla pri nejakom vrchole v trojuholniku je stucet velkost{ vnatornych uhlov
pri zvysnych dvoch vrcholoch) si zjednodusime pracne pocitanie uhlov. Vysktgajme si to na trojuholnikoch RXP a QX S.

< BXP je vonkajsim uhlom pri vrchole X v RX P, ¢ize jeho velkost je:

|«BXP|=4§+10°
< BXP je vonkajsim uhlom pri vrchole X v QX S, ¢ize jeho velkost je:
|4BXP| =~ + 20°
S vyuzitim zisteného |<BX P| = a + § dostavame:
|[SBXP|=|4AXQ|=0+10°=v+20°=a+4

Vyjadrenim vonkajsich uhlov v trojuholnikoch ABP a ABQ sa dostaneme k inym zaujimavym vztahom.
Uhol velkosti 27 je vonkajsim uhlom pri vrchole @ v ABQ, ¢iZe jeho velkost je:

2y =06+ 2«
Uhol velkosti 20 je vonkajsim uhlom pri vrchole P v ABP, &ize jeho velkost je:
26 =a+20
!
0= 2 + 4

Teraz dopoc¢itame « a 3. Na zéklade rovnic:

y=a+8-20° 'yzg—l-a
d'alej pocitame
a+ﬂ—20°:§+a:>ﬂ:400

Podobne dopod&itame a:
S=a+3—10° 6:%+ﬁ

a+ﬂ—10°=%+ﬂz>oe=20°

Teraz uz len jednoducho dopoéitame uhly v trojuholniku ABC:
Odpoved’:
|xBAC| = 2ac = 40°

|4ABC| = 28 = 80°
|4 BCA| = 180° — (40° + 80°) = 60°

Komentar: AZ na zopar rieSeni ste tento priklad zvladli, hoci treba povedat, Ze vis nebolo vela. Chyby, za ktoré sme strhavali
body bolo napriklad, ak ste nikde nenapisali, Ze stcet vnitornych uhlov v trojuholniku je 180°, alebo ste len tak bez oznacenia
sCitavali nejaké uhly a my sme museli pracne hladat na obrazku, ¢o tym vlastne myslite. A taktiez sme strhli bod, ak ste
nikde nemali napisané, Ze stcet susednych uhlov je tiez 180°. Potom boli aj mensie chyby, za ktoré sme vSak nestrhavali body,
ako napriklad zlé oznadenie uhlu (v obrazku inak ako vo vypoctoch), alebo vrcholové uhly ste nazyvali vSelijakymi menami,
ako uhly oproti sebe, opa¢né uhly...Inak ste to zvladli celkom pekne, nabudice by sme vSak ocenili vi¢sie obréazky, alebo
aspon prehladnejsie (pripadne farebne odliSené by boli tplne super). A o sa tyka nespravnych rieSeni, hlavnou chybou bol
predpoklad, Ze napriklad os uhla ABC (v trojuholniku ABC), priese¢nik osi so stranou C'A oznacime D) rozdeluje aj uhol ADC
na dva rovnako vel'ké uhly ADC a ADB, ¢o vsak nie je pravda.
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Priklad &. 9 (opravoval Palo):
Oznaéme si prvocislo, ktoré je odmocninou z A ako p a prvocislo, ktoré je odmocninou z B ako g. Upravujme rovnicu zo zadania:

B = A+T2
B—A = T2
¢ -p° = T2
(g+p)-(g—p) = T2

Urcite vieme, Ze ¢ +p > q — p (kedZe prvodisla st vzdy prirodzenymi ¢islami). Teda si musime rozdelit &slo 72 na dva rozne
Cinitele tak, aby boli splnené nasledovné podmienky:

zy = T2
q+p = =
q—p =Y
Spoéitanim poslednych dvoch rovnic dostavame g = % Cislo 72 vieme ako st¢in dvoch prirodzenych &isel napisat Siesti-

mi sposobmi: 72-1,36-2,24-3,18-4,12-6 a 9- 8. Podme ich rozobrat:

e © =172, y=1. Podla vyssie uvedeného vzorca mé platit ¢ = % = 72% = 37.5, ¢o uréite nie je prvodislo.
e x = 36, y = 2. Urdcite plati ¢ = % = % = 19, ¢o je prvocislo. Dalej vieme, ze ¢ + p = 36, ¢iZze p = 17, Co je tiez
prvocislo. Umocnenim dostédvame prvé rieSenie: [A, B] = [289, 361].

r =24, y=3. Plati ¢ = % = 24% = 13.5, ¢o urdéite nie je prvocislo.

z =18, y = 4. Plati ¢ = & % = 11, ¢o je prvocislo. Dalej vieme, Ze q + p = 18, &ize p = 7, Co je tiez prvocislo.

2 =
Dostavame druhé riesenie: [A, B] = [49,121].
1 _ o .. ..
> = =9, ¢o nie je prvocislo.
e x=9,y=2_8. Plati ¢ = &tt = 248
Tymto sme zjavne presli v8etky moznosti, ¢ize sme Ziadne rieSenie nemohli zabudnut.
Komentar: S prikladom ste sa poviacSine popasovali velmi dobre, par bodikov islo dole za nedostatoéné vysvetlenia. Na tie
si vzdy davajte pozor — je lepSie napisat do prikladu viac, ako stracat body za to, ked toho napiSete mélo. Napriek tomu

o £ =12, y=6. Plati ¢ = “1¥ = 1246

2I2 = 8.5, ¢o taktiez nie je prvodislo.
Odpoved’: Podmienkam zo zadania vyhovuju dve dvojice ¢isel [A, B]: [49,121] a [289, 361].
som s vami vyrazne spokojni, ste Sikovni :)

Prémia (opravovali Emil a Spigo):
Prvy krok, ktory je pri rieSeni prémie velmi dolezity je spravne desifrované zadanie. Tentokrat malo vyzerat nasledovne:

Jedna sa o novy 1-podlazny dom, o ktorom eSte vieme, Ze:

e medzi kazdymi 2 izbami st maximalne 1 dvere

e 7 kazdej izby vedd von na zahradu maximalne jedny dvere

e v dome je celkovo 12 dveri
Kol'ko najmenej izieb mohlo byt v dome? Skuste nakreslit plan tohto domu.

Nagou ulohou je teda zistit, kolko najmenej izieb musi byt v dome, ak tam je 12 dveri. Ak chceme pre isty pocet izieb
v dome umiestnit do domu ¢o najviac dveri, musime ich umiestnit vSade tam, kde je to mozné. Podla zadania ale medzi kazdymi
dvoma izbami a takisto medzi jednou z izieb a zdhradou mézu byt maximalne jedny dvere. Aby sme vSak mohli medzi dve izby
alebo izbu a zahradu umiestnit dvere, musia tieto dve miestnosti (miestnostami myslime izby a zahradu) spolu susedit (mat
spolo¢nu stenu). Pri kresleni planu domu sa preto musime snazit o to, aby kazda izba susedila s kazdou z izieb a takisto aj
so zahradou. Ak je to splnené a dom ma n izieb (so zdhradou teda n + 1 miestnosti), tak dveri v dome bude %, pretoze
z kazdej z n + 1 miestnosti vedie n dveri (do kazdej inej miestnosti v idedlnom pripade) a kazdé dvere spajaja dve izby (resp.
Ked vynésobime pocet miestnosti n + 1 po¢tom dveri n, dostaneme celkovy pocet dveri. AvSak, zardtame pritom kazdé dvere
dvakrat — najprv ako dvere z jednej miestnosti do druhej a potom ako dvere z druhej miestnosti do prvej — preto treba sucin
n-(n+1) este vydelit dvomi). Z toho vyplyva, Ze ak by aj bolo mozné usporiadat 4 izby v dome tak, aby kazdé dve miestnosti
spolu susedili (¢o nie je mozné), tak by v dome so §tyrmi izbami mohlo byt maximalne 10 dveri. Ostava nam este zistit, ¢ uz
pri piatich izbach méze byt v dome 12 dveri. Spodsobov, ktorymi treba izby usporiadat aby bolo v dome 12 dveri, je viacero.
Jeden z nich je na obréazku 19.
Odpoved: V dome mohlo byt najmenej 5 izieb.
Komentar: Viaceri z vas mali priklad tplne spravne. 1 bod sme strhli tym, ktorych vysvetlenie, pre¢o nemdze mat dom menej
ako 5 izieb, nebolo tuplne korektné. Ak ste sa ani nepokusili zdovodnit, preco nemdze byt izieb menej ako 5, dostali ste 4 body.
Ak mal niekto iba spravne vyrieSené zadanie, dostal 1 bod. Ti, ktori k nemu pridali aj ndkres domu s 5 izbami a 12 dverami,
alebo odpoved, dostali 2 body. Bolo aj niekol'ko takych, ktori nemali spravne vyrieSené zadanie. Tym z vas by som odporuéil,
aby si odpovede na otazky overili z viacerych zdrojov, aby sa opét nestalo, Ze stratite body kvoli zlému zadaniu.
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zéhrada

izba ¢.1

izba ¢.2 izba ¢.3 izba ¢.4

izba ¢.5

m— t0t0 SU dvere

Obrazok 19: Plan domu s 5 izbami
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